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Capitolo 15

La legge di gravitazione universale

15.1. Newton e la “Legge di gravitazione universale”

Il sistema cosmologico copernicano, grazie allensioni di Galileo e dopo la modifica della
forma delle orbite planetarie introdotta da Kepjenizia a diffondersi con sempre maggiore suc-
cesso nel corso del Seicento anche se continuanssestere problemi di natura sia scientifica che
filosofica.

Il punto piu critico sembra essere il seguenteedia nuova visione dell’Universo non c’é piu po-
sto per le sfere cristalline e il Motore Immobitgial € allora la vera causa del moto dei pianeti e
delle stelle ?

La risposta viene da Isaac Newton (1642-1727),rsd quale il moto dei corpi celesti deve es-
sere spiegato introducendo una forza “universaletta forza gravitazionaleche agisce su tutti i
corpi dotati di massa attirandoli gli uni verso gliri e che di fatto rappresertanaturale genera-
lizzazione della forza peso al mondo celeste!!

Newton attraverso un sottile ragionamento che mildosu coraggiose analogie da lui individuate
tra I'accelerazione di gravita terrestre e I'actat@ne centripeta relativa al moto della Luna at-
torno alla Terra, dimostra che tale forza € direttate proporzionale al prodotto delle due masse
considerate (M e m) e inversamente proporzionlatpiadrato della loro distanza R. Detta G la
costante di proporzionalitaqstante di gravitazione universal®ewton arriva a dimostrare che il
modulo di F é calcolabile attraverso la seguenpeessione:

Mm
R2

F=G
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Il verso di F e diretto lungo il segmento congiumgele due masse in modo che la forza gravita-
zionale risulti sempre attrattiva. Il valore di €ara determinato con precisione alla fine deleSett
cento.

Secondo Newton, quindil, moto di un sasso in caduta libera sulla Terrd enoto dei pianeti e
dei corpi celesti in generale sono regolati daltessa forzache a ragione puo essere chiamata
universale

La fisica di fine Seicento appare cosi in gradoaprendere in un unico sistema di leggi sia i fe-
nomeni terrestri che quelli celesti. La matemaéida geometria diventano il linguaggio che rende
possibile questo gigantesco passo. Cosi facenddddevontribuisce all’opera di scardinamento
della filosofia naturale aristotelica estendendwd#dita delle leggi terrestri al ciele quindi ri-
muovendo definitivamente quella distinzione treatruttibile mondo sublunare e il mondo celeste
che nella fisica di Aristotele necessitavano dglegeparate per essere interpretati !!

Nasce, pero, un problema di tipo nuovo.

E’ ancora radicata nella cultura scientifica dehp® l'ipotesi, tutta aristotelica, che le forze g@s

no agire sugli oggetti materiali solo attraverstcdntatto” tra corpo e corpo: in che modo, allora,

la forza gravitazionale puo far sentire il suous8o su stelle e pianeti? La Luna e la Terra nen so
no certo a contatto!' Lo stesso problema si ripres@ nel corso dell’Ottocento per spiegare

I'attrazione e la repulsione tra cariche elettriche

A tale proposito, Newton, con grande umilta, coséel sua incapacita di suggerire spiegazioni
ragionevoli che possano interpretare la naturandiforza “a distanza” come la gravitazione sem-
bra essere, affermandddypoteses non fingq“Non avanzo ipotesi”). | suoi contemporanei, in-
vece, nel disperato tentativo di spiegare un femanadtresi misterioso, non esitano a riesumare |l
concetto aristotelico ditere una sostanza immateriale, trasparente, elagticarruttibile . . . che
riempie di sé I'intero Universo e che riveste drduplice scopo di rappresentare il supporto mate-
riale alla “propagazione a distanza” della forzavijazionale e di evitare il vuotd@rror vacuj

che si potrebbe formare tra un corpo celeste &d’ah un universo che appare enormemente piu
esteso di quanto non avessero mai potuto condepirdtura greca e quella rinascimentale.

Puod cosi prendere vita I'idea fiirza a distanzache si affianca a quella aristotelicafdiza a
contatto.

Si tratta, in realta di una soluzione criticabdbe evidenziera tutta la sua inadeguatezza qudndo g
esperimenti di Michelson e Morley alla fine dellt@tento dimostreranno senza ombra di dubbio
I'inesistenza dell’etere.

15.2. Cavendish “pesa’ la Terra e calcola G

La costante G € una grandezza fisica di difficilsura sperimentale perché la gravita & una forza
molto piu debole delle altre interazioni fondaménéanessun apparato strumentale puo essere
schermato dalla interazione gravitazionale conbiante circostante. Due corpi di massa 1 kg po-

sti a 1 metro di distanza si attirano infatti coradorza di soli 6,67x1I8 N !!

Nel 1798Henry Cavendishgon 'intenzione di misurare il valore della ddadilella Terra, realiz-
Zza un’esperienza passata poi alla Storia. Il soogalimento sperimentale gli consente tra le altre
cose di arrivare anche alla determinazione di @ado molto accurato e di fornire il valore:

G = 6,67 x 10" Nm?/kd?.
Cavendish usa uno strumento ddtilancia a torsioneil cui funzionamento in linea di principio é
tanto semplice quanto invece appare complessaleeslizzazione sperimentale.
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La bilancia consiste di un braccio alle cui esttarsbno collegate due masse sferichd braccio
e sospeso attraverso un filo di quarzo collegagualbaricentro ed € libero di ruotare su se stesso
In prossimita delle due massevengono poste, esternamente al braccio delladilan fissate a
terra, due altre masse M di entita maggiore. Laaibne gravitazionale
Mm

I:gravit = G?
che si esercita tra le due coppie di sf@re M introduce nel sistema un momento di forze dive
da zero che pone il braccio della bilancia in ratae. 1l filo di quarzo che sostiene I'apparatc ini
Zia a torcersi e a sviluppare una forza repulslaatiea di torsione quantificabile con la legge di
Hooke. Chiamiama\a I'angolo di rotazione del filo rispetto alla ppigine iniziale di equilibrio
e k la costante elastica di torsione il cui valortgrmuto precedentemente in laboratorio attraverso
un procedimento di taratura, dipende come nel daie molle dalle caratteristiche del materiale
di cui € composto il filo. Quindi:

F = kAa

torsione

Quando la rotazione del braccio si arresta, siamma situazione di equilibrio: i due momenti so-
no ora uguali, per cui, a parita di lunghezza dacti, anche le forze risultano di uguale intensita

M m

G =2 =kAa

Poiché tutte le grandezze che compaiono nell’eguazsono state misurate in laboratorio con
buona precisione, € immediato ricavare il valor&di

In realta non e affatto semplice ottenere con busmtaratezza le misure che servono, in partico-
lare quella relativa all'angolo di torsion®a del filo. A tal fine si fa ricorso ad uno stratagma

di tipo ottico. Un piccolo specchio € collegatdill che sostiene il braccio della bilancia e ug-ra
gio di luce lo illumina quando si trova in posizeodi riposo: il raggio viene riflesso e va a capir
un’asta graduata posta ad una certa distanza mladifato. A questo punto una qualunque piccola
variazione della posizione del filo causata dalla srsione sposta anche la direzione del raggio
riflesso. Si puo cosi ottenere una misura precgbadgolo Aa di rotazione del filo andando a
misurare lo scostamento della posizione in cliaglgio riflesso colpisce I'asta graduata.

Filodl Fig. 1 - Schema della bilancia a torsione usata da
sospensione .
Cavendish.

L’esperienza  consente la  determinazione
sperimentale di G con una elevata accuratezza, mai
raggiunta prima. Ma il vero scopo di Cavendish era
la misura delladensitd della Terra risultato
ottenibile solo attraverso la conoscenza della enass
i1 e del volume terrestre.

Specchio

Il raggio R della Terra e pero noto alla fine del
Settecento con buona precisione, e da questo é
immediato ottenere il volume V del pianeta. Per la
_—— determinazione della massa terrestre M, Cavendish
di luce usa la relazione che lega la forza peso al valore
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della forza gravitazionale misurata al suolo:
F =F

gravit peso

M m
R2
_gR?

G

Ricordando che la densitd ¢ il rapporto tra la massa M e il volume V di wrpo, I'esperimento
fornisce un valore molto vicino a quello oggi coramrente accettatod = 5 500 kg/ril

G

:mg

M

Confrontando tale risultato con la densita supiatéicdelle rocce terrestr§ =2 800 kg/ni, Ca-
vendish € il primo a scoprire che gli strati pitermi e profondi del nostro pianeta devono avere
una densita di gran lunga superiore rispetto daoebke osserviamo in superficie.

Per questi risultati Cavendish passa alla Stomaecbuomo che “peso” la Terra anche se, a rigor
di logica, questa affermazione non puo proprioi dicgentificamente corretta...!!

15.3. La forza gravitazionale e la forza peso
L’ipotesi newtoniana secondo la quale la forzardvdazione universale rappresenta la generaliz-
zazione della forza peso, ci porta a considerasedaente uguaglianza:

F peso= F gravitazione

da cui segue immediatamente che:

Mm

mg= G R
M
9 CR

Tale espressione consente di calcolare il valoll&adeelerazione di gravitdgg anche in punti no-
tevolmente lontani dalla superficie terrestre, dbl/é la massa terrestre e R la distanza dal centro
della Terra. Posto R uguale al raggio terrestmreddd 370 km) si ritrova il valore gia noto per via
sperimentale:g = 9,81 m/$.

15.4. La forza gravitazionale e la terza legge di Keplero

La legge di gravitazione universale contiene in snmdplicito la terza legge di Keplero.

Supponiamo per semplicita di calcolo che le orliigi pianeti siano circolari: il valore
dell’'eccentricita delle orbite & cosi basso (estliigaso di Plutone) che I'errore che si introduce
con una tale approssimazione e molto piccolo. lowmisulta cosi essere circolare uniforme, con la
forza di gravitazione universale che riveste illoudi forza centripeta. In formule:
F =F
mv> _ _ Mm

R R?

Ricordando ora che in moto circolare uniforme lboeia tangenziale v pud essere scritta in que-
sto modo:

centripeta gravitazimale
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271R
V=—
T
sostituendo v nell’espressione precedente, e sigrapbo pem, si ottiene:
AR M
2 = G_z
T°R R
3
R _gM
T 417
3
Ry
T

. . . M
dove nell'ultima espressione si & posko= G——

4

Abbiamo cosi ottenuto la terza legge di Kepleroaj@ome € noto, la costanke dipende solo dal
corpo centrale, anzi, solo dalla sua massa M.

15.5. La velocita orbitale

Nell'approssimazione di orbite circolari, uguaglianforza centripeta e forza di gravitazione uni-
versale, € immediato ottenere una semplice espressdilla velocita orbitale:

I:centripeta =F gravitazinale

2
mv :GMm

R R?
Semplificandam e ricavando la velocita si ottiene:

GM
V= ——
R

Si noti come tale valore dipenda da R; le orbiteadigio maggiore sono percorse piu lentamente,
in accordo con quanto affermato dalla seconda ldggeplero.

15.6. La forza gravitazionale e conservativa

Una forza F si diceonservativase € possibile dimostrare che:

1. il lavoro L per andare da un punto di partenza Awat finale B non dipende dal partico-
lare percorso seguito, ma solo dalla posizione & & B

2. oppure, in modo analogo, chklavoro L lungo un percorso chiuso (dove A edicido-
no) e sempre nullo.

Poiché la forza di gravitazione universale e unzegaizzazione della forza peso, e questa & con-
servativa, € lecito chiedersi se anche la forzeigaonale lo sia.

Per dimostrarlo, consideriamo una massa M fissgaemassan posta nel punto A ad una distanza
Ra da M. Calcoliamo ora il lavoro L della forza diegita per spostama da A a B. E’ noto dalla
meccanica che I'espressione per ottenere L e data d

-5-
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L = FAS cosa

ma sappiamo anche che cio e possibile solo quardooStante AS € uno spostamento rettilineo.
Ora, la forza gravitazionale non é costante in tpuaaria con l'inverso del quadrato della distan-
za. Siamo cosi obbligati a seguire un’altra styaefal calcolo di L.

Fig. 2 - Nel calcolo del lavoro della forza gravitazionald@ratto AB deve essere suddiviso in
una infinita di segmenti infinitesimi in modo dans@erareF “costante” in ognuno di essi.

Proviamo quindi a suddividere il percorso AB in unfnita di piccolissimi tratti rettilinei che
possiamo numerare in questo modo: Al, 12, 23, 345@, 67 ...nB, essendm l'ultimo en-
nesimosegmento che ci separa dal punto d’arrivo B.

Consideriamo ognuno di questi tratti talmente giw@bhie all'interno di ognuno di essi la forza
F possa essere considerata “quasi” perfettamerstartie Prendiamo poi come valore di F
all'interno di ogni tratto infinitesimo il valormedio tra il punto di partenza e quello di arrivo
(ad esempio, il valore medio di F tra il punto il gunto 2).

Per motivi atti a semplificare i conti, € piu oppmo considerare il valore medio geometrico
della distanza R che separa le masse.

Ricordiamo qui di seguito la differenza tra la nzedritmetica e quello geometrica di due nu-
meri. Dati due valori x; e % definlamomedia aritmeticae media geometricée seguenti
espressioni:

X, +X
- ™M 2 —_
Xaritm - 2 Xgeom Y Xl X2

Se x; e % sono valori che differiscono di molto poco, leeduedie danno risultati quasi i-
dentici. Ad esempio sg = 10,0 e x; = 10,2 la media aritmetica fornisce il valorel@1
mentre quella geometrica il valore 10,099. Laadéhza risulta di un millesimo e sarebbe an-
cora minore se i due valori di partenza fosserovjiini.

Nel nostro caso, poiché i singoli segmenti hanmyglhezza infinitesima, la posizione dei due
estremi differisce di pochissimo e quindi per emgrie la distanza media del generico sposta-
mento 12 possiamo tranquillamente usare la mexbangtrica e scrivere:

F, = GM invece di F, = G&2
RR (R1+R2j
2
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Il lavoro della forza gravitazionale per spostareriassan dal punto A a B e poi ottenuto co-
me somma di tutti i singoli lavori infinitesimi iognuno dei quali, essendo F “quasi costante”,
posso finalmente usare la definizione di lavoron&derando inoltre che lo spostamento da A
verso B ha verso opposto a quello della forza seredo questa attrattiva e quindi diretta da B
verso A, si ha:

cos () =cos (180°) = —-1.
Arriviamo dunque a scrivere:

Lag = Lar + Lo+ Log+ Laa+ Lus+ ooeeeennnis Loe
dove
GMm GMm GMm GMm GMm
Lar = - (R-Ry)=- R + A =~ +
R.R R.R, RAR Ra R
GMm GMm GMm GMm GMm
Liz= - (R,-R)=- R, + R =- +
RR, RR, RR, R R,
GMm GMm GMm GMmMm GMm
Los= - (RR-R) =~ Ry + R, =- +
R,R, R,R, R,R, R, R,
GMm GMm GMm GMmMm GMm
Laa= - (R-R) = - R, + Ry = - +
R:R, R:R, R:R, R, R,
GMm GMm GMm GMmMm GMm
L= - (B_Rn):— Ry + R, =- +
R.Rs R.Rs R.Ry R, Ry

Se ora sommiamo tutti i singoli lavori nel totalmangono solo il primo e l'ultimo addendo.
Tutti i termini intermedi compaiono sempre due gatbn segno opposto e si annullano reci-
procamente. In conclusione arriviamo a scrivere:

I—AB = -GM m(i—ij
A RB

Nel risultato ottenuto non ci sono riferimenti dll;aghezza del percorso intrapreso per andare
da A a B e nemmeno alla sua forma, rettilinea @iktnea, ma solo alla posizione iniziale A e
finale B. Questa patrticolarita e sufficiente pdeahare chda forza gravitazionale &€ conser-
vativa. Da cido ne consegue che:

1. possiamo definire una funzione scalare detirgia potenziale gravitazionale
2. analogamente a quanto precedentemente dimostnal® fjoeza peso vale teorema di

conservazione dell’energia.
15.7. L’energia potenziale gravitazionale

La relazione tra lavoro L ed energia potenziale gidestata espressa in precedenza sia per la forza
elastica che per la forza peso, entrambe forzeeteasve, per le quali vale 'importante relazione:

LAB =-AU = UA— UB
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Una tale proprieta si deve poter scrivere anchdgéorza gravitazionale, definendo opportuna-
mente I'energia potenziale.

Poiché abbiamo dimostrato nel paragrafo preceddm@eel caso gravitazionale si ha:

I—AB = -GMm i—i
RA RB

risulta conveniente e logico introdutlfenergia potenziale gravitazionale &ktraverso la seguente
definizione:

UA:_GMm UB:_GMm
R, Rs
Piu in generale, considerando un generico puntm@odistanza R dalla massa M
U=- GMm
R

In questo modo siamo in grado di estendere ancta&sal gravitazionale la gia nota relazione:
Lag = -AU = Uy— Ugl

Si noti che:

1. l'energia potenziale gravitazionale puo tranquiksnte essere definita comdaloro fatto
dalla forza di gravita per separare le due massdagrmone una all'infinito Infatti, in tal
casoR; - « e il secondo denominatore dell'espressiore tende a zero. Ne consegue

chel’energia potenziale gravitazionale & nulla quardalue masse sono a distanza infini-
ta.

2. I'energia potenziale ha segno algebrico negatigoindi anche il lavoro della forza di gra-
vita per allontanare le masse ha lo stesso segr@t@a cioe, di udavoro resistenteper
separare i corpi in questo caso bisogna compienfd positivo usando una forza ester-
nd al sistema. Quando un sistema fisico ha quegiprigta si dice che e wistema lega-
to. In tali sistemi il valore assoluto dell’energiatpnziale fornisce il quantitativo di ener-
gia che e servito alla forza di gravita per crabhsestema avvicinando le due masse a di-
stanzaR e, analogamente, I'energia necessaria ad unaualerforza esterna per distrug-
gerlo allontanando le masse a distanza infinita.

Si osservi infine che abbiamo sempre supposto talelocita delle due masse studiate. Analiz-
ziamo ora il caso in cui la massa piu piccola rattbrno all’altra.

15.8. La velocita di fuga e la conservazione dell’energia

Consideriamo un corpo di massain orbita con velocita v attorno ad un oggetiid massiccio
M. Supponiamo nulla la velocita di quest’ultimo gor

Poiché la forza gravitazionale & conservativa, peggplicare al sistema il teorema di conservazio-
ne dell’energia con cui & possibile esprimere Ifgizetotale E attraverso la somma dell’energia
cinetica e di quella potenziale:
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E :lm\/2 —GM
2 R

A seconda del valore assunto dall’energia tdfaléel sistema si possono presentare tre casi:

1. E<O 'oggetto di massm entra inorbita ellittica attorno al corpo di massa M e
I'orbita si dicechiusao legata

2. E>O0 il corpo fugge lungain’orbita iperbolica aperta

3. E=0 la traiettoria dell’'oggetto di massae ancoraaperta Il corpo fugge lungo

un’orbita parabolica. E’ questo il caso limite che separa le orbiteushi (ellittiche) da
guelle aperte (paraboliche o iperboliche).

Nel caso di un satellite artificiale lanciato dadlaperficie terrestre la sua energia potenzials-e f
sata a priori dalla distanza “costante” tra il abgpil centro della Terra (R = raggio terrestrelpé

le masse in gioco: e quindi la velocita di lancicomferire al corpo la sua energia totale e, di con
seguenza, a decidere il tipo di orbita. Al di satt un certo valore della velocita di lancio iteda

lite rimane legato al sistema terrestre: in casdraoio puo sfuggire alla sua attrazione gravitazio
nale. Questa velocita limite si chiamelocita di fugae pud essere facilmente calcolata imponen-
do chel’energia totale del satellite al momento del lamaia nulla.E’ questo il valore minimo
dell’energia totale che corrisponde al caso ditertaperte”.

=£mV2fuga - (3M =0

lancio
2

E

erra

Esplicitando I'equazione rispetto alla velocitdulja si ha:

Vi = 2GM

Rrcra
Inserendo i corretti valori numerici si ottiene:
Viuga = 11,18 km/s.

Lasciamo allo studente la dimostrazione di un’'udtiproprieta dei moti planetari. Nel caso
dell'approssimazione relativa ad orbite circolaiipuo scrivere la seguente relazione tra energia
potenziale ed energia totale (si ricordi che |ladogravitazionale € a tutti gli effetti la forzente-

peta agente sul corpo in orbita “circolare”).

1u.
2

E =

orbita iperbolica

orbita parabolica

<>

orbita ellittica

Fig. 3 - | tre tipi di orbite possibili sono
determinati dal valore dell’energia totale E del
sistema.




